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ПРИ ЗАТУХАЮЩЕМ ЗАКОНЕ ИЗМЕНЕНИЯ СИЛЫ ТОКА
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канд. физ.-мат. наук, доц. МЕЛЕШКО И. Н.
Белорусская государственная политехническая академия
Переходные режимы в электрических цепях сопровождаются 
возникновением свободного затухающего тока. Закон изменения этого 
тока обусловлен параметрами цепи переходного процесса. Данный ток 
может быть затухающим апериодическим или колебательным. 
Электромагнитные параметры токоведущей части, как правило, столь 
незначительны, что не оказывают заметного влияния на закон изме­
нения свободного тока. В силу этого свободный ток по отношению к 
проводникам можно рассматривать как некоторый вынужденный, 
обусловленный параметрами внешней цепи. Исследования, посвя­
щенные анализу электромагнитных полей шинопроводов при наличии 
затухающей составляющей тока, практически отсутствуют. Можно 
отметить лишь работу [1], в которой проведено исследование
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распределения свободного и вынужденного затухающих по экспоненте 
токов в проводнике круглого сечения.
Здесь рассматривается решение краевой задачи токораспределения в 
прямоугольной шине при апериодическом и колебательном токах, зату­
хающих по экспоненциальному закону*. Формально принимается, что 
ток протекает в интервале времени (-оо, + ©о) (рис. 1а). Тогда распреде­
ление поля по сечению проводника можно рассматривать как некоторое 
стационарное принужденного режима. При такой постановке задачи 
применим итерационный метод решения, рассмотренный в [2, 3] для
случая синусовдального тока.
а б
Рис. 1
приведем выражения для расчета поля в случае апериодического то­
ка. Для этого рассмотрим протяженный вдоль оси Ох проводник прямо­
угольного профиля с током, затухающим во времени по закону 
-t /т
i^{t) = I^e  ^ = I^e (рис. 1). Здесь = \ /  а — постоянная времени
затухания апериодического тока. Разрешая исходные уравнения элек­
тромагнитного поля в прямоугольной системе координат относительно 
составляющих вектора напряженности магнитного поля Hy(y,Z,t)  и
Я^(У, О, можно прийти к следующим уравнениям [2]:
Э" Ну (у, Z, t) Э- Ну  (у, t) Э Ну  (у, О------ ---------- . -I------- Ł ----------------
dt ( 1)
Я , {у, z, t)  ^ H z  (у, z, t) Э H z  ІУ, Z, t)
ду^ dt
( 2)
где Y — удельная электрическая проводимость материала шины; 
ц— абсолютная магнитная проницаемость материала шины. 
Уравнения (1)—(2) описывают магнитное поле в проводнике в пере­
ходном процессе. Так как ток считается протекаюшим в интервале вре-
' Исследование проводилось под руководством докт. техн. наук, проф. А. Н. Гераси­
мовича.
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мени ( - 00, +оо), поле является стационарным, а величины векторов по­
ля изменяются во времени по тому же закону, что и полный ток. Для 
Ну(у, Z, t) и Нг.^У, Z, t) можно записать:
Ну ІУ, Z, t) = Нау ІУ, z)e Н ,  {у, z, t) = Hat (Д', z)e-at (3)
где НауІУ^^) и Наі(У’>^ ) опредсляют стационарное распределение маг­
нитного поля от апериодического тока.
Подставив (3) в (])—(2), приходим к следующим уравнениям:
H a y ( y , Z )   ^ H a z  ( у ,  Z)
ду^ dz^
=  - а т р  Н а у  (у, z) ;
^ Haziy^Z) ^ H ^ y , Z )
ду^ d z '
-awHa^iy, z) .
(4)
(5)
Эти уравнения отличаются от соответствующих уравнений в [2] ко­
эффициентом в правой части, который в рассматриваемом случае ра­
вен -  аур (а не усоур) и является отрицательной вещественной величи­
ной, а сами функции Нау ІУ^  z) и Haz z) являются вещественными, а 
не комплексными.
Граничными условиями к уравнениям (4)—(5) будут касательные к 
поверхности проводника составляющие вектора напряженности магнит­
ного поля: НауІУ.^)^ Нау(У.Ь), Hazi^’ Z), Н az(^  ^ z) (рис. 16). Реше­
ние такой краевой задачи находится как результат наложения решений 
для отдельных пространственных гармоник граничных условий [2, 3]. 
Выражения для определения НауІУЛ) и Haziy^z) имеют вид [2]:
H^^{y,z)= I
к = о
Н^  (O)sh(p^ [b-z])  + H' ‘ (b)sh(p^ Z)
ay ky ay ky
cos(A:co у)
sh(/? b)
ky
(6)
» / , \cos(^co z)
H„^(y,z)^ I  \H {0)s\\{p^Ja-y]) +H _{a)sh{p^_y)j----   ^ , (7)
az kz^ kz''
A: =  0 sh(p^ ^<3)
uk fu\ uk rn\ ijk I
az
ряд Фурье граничных условий, определяемые в соответствии с [3];
где ^^^(0), Я^^(О), — коэффициенты разложения в
со = п / а: (О - п / Ь :  у ' z ' ’
Pky =  J - a y n  + (/c(0^f; р/,^  =  J - аур + (/ссо^)\
В выражениях (6)—(7) отдельные корни р/^ у и могут оказаться
нулевыми. Этим корням соответствует выполнение следующих равенств 
для некоторых к-х пространственных гармоник:
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к = — д/ос7Ц = к - — (8а)
О ) со
где к должны быть целыми числами.
При выполнении условий (8а), т. е. только для нулевых корней, вы­
ражения для к-х составляющих в (6) и (7) принимают вид:
H^{y ,  Z) = ( н ’^ уШЬ -Z)  + Н^ауШ)
cos(A:co^ y)
(у, г) = t e ( 0)(a - у )  + •
О,
Для всех пространственных гармоник, порядок которых меньше ве­
личин к, определяемых по (8а), т. е. для к < — д/атр w к < — д/аур , кор­
те п
ни Pf^ y и становятся мнимыми, а гиперболические с|)ункции в (6) и
(7) переходят в соответствующие тригонометрические. Это может вы­
звать равенство нулю знаменателей sh(;? а) = j  sin(mn) = 0 иKZ
sh(p^^b) = Jsm(mn) = 0 в (6), (7) (величина т должна быть целой). Ука­
занному случаю из выражений для корней и (8а) будут соответствовать 
равенства:
т = -}Jay\ia^ -  (кпў (к < — д/аур);
па
( 86)
т = — д/аур6  ^ -  (ккў (к < — д/аур). 
пЬ к
Таким образом, равенства (8а, б) определяют некоторые критические 
условия для рассматриваемых дифс})еренциальных уравнений. В реаль­
ных случаях вероятность выполнения этих равенств (целые величины т 
и к) при принятых значениях геометрических размеров, электромагнит­
ных свойств материалов и постоянной времени цепи крайне мала. Од­
нако если условие (86) наступает, то должно предусматриваться измене­
ние величины постоянной времени.
Выражения для составляющих вектора напряженности магнитного 
поля, за исключением отмеченных критических случаев, позволяют 
найти распределение плотности тока в сечении проводника [2]
< y j y ^ z ) -  I
к = 0'
(^)ch(/7 у ) - Н ^  (0)ch(/7 [а-у])
az kz az kz
\ p cos(/:co z)
kz
MPi^a)
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-  I
к = о
н'^ {Ь)сН р ,  D - H ' ^  (O)ch(p [b-z \ )ay ky ay ky
p cos(A:co y)ky У__
sh(/7 b)
ky
(9)
Граничные условия Науіу, 0) > Науіу, b) , Hazi^^ z), Hazi^’ z) в 
соответствии с [2] определяются через распределение плотности тока:
1 (у. ,  z ) ( z ^  - z )
н  (у,г) = — 1! - ^ "
ау
^""сійІУ-уУ +^<Z-Z^
dydz  ( у е [ 0, а]; z = 0, Ь); (10)
2 0 0
Haziy, =
1 ba а (у , Z ) ( y - y j
dydz^  ( у - о ,  о; ге[0,  Ь]). (11)о о
Распределение можно найти итерационным методом, рас­
смотренным в [2, 3]. В соответствии с ним первоначально принимается 
некоторое нулевое распределение плотности тока. Затем находятся гра­
ничные условия, согласно (10), (11). Граничные условия раскладывают­
ся в ряд, по (9) находится новое приближение для z), и итераци­
онный цикл повторяется. Критерием окончания итераций является не­
изменность граничных условий на смежных итерациях. Этот алгоритм 
достаточно просто распространить и на случай пакета прямоугольных 
шин. Он также применим и для проводников круглого сечения.
От найденных величин Н^^{у, z ) , z) и z) легко перей­
ти к их мгновенным значениям. Значения Я^(у, z, t) и H^{y,z,  t) оп­
ределяются при подстановке (6) и (7) в (3). Распределение плотности 
тока в любой момент времени
о (у, г, о  = а_(у, Z)e -at ( 12)
Итерационный метод расчета поля применим и при колебательном 
затухающем токе /^ (Т) = sin((or + ф )^ (рис. 1а). В этом случае рас­
пределение поля характеризуется комплексными амплитудами напря­
женностей магнитного поля и плотности тока Н may (У’ z) , H m a z  ^У’ ^
^тах^ У’ ’ определяемыми в соответствии (6), (7) и (9). Выражения для 
корней Рі^ у и при этом имеют вид:
Рку = + + ; Pkz = + М  + f . (13)
Граничные условия также являются комплексными и определяются в 
соответствии с (10), (И). Переход от комплексных амплитуд к мгновен­
ным значениям осуществляется по выражениям:
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НуІУ, z, t) = Н„,ау(У’ z) sin(co? + (po +Ф„^);^Яу''
Нг ІУ, Z, t) = (:и, z) \е sin(co/ + (14)
-  at
<^ Лу, z, t) = {у, z) je sin(co? + ф^, + ф^),
где ф , ф „  , ф — фазы соответствующих комплексных амплитуд по от- 
ношению к фазе полного тока.
Случай колебательного затухающего тока является наиболее общим. 
Апериодический и синусоидальный законы изменения получаются из 
него как предельные случаи при со = О и а  = О соответственно.
Распределения поля от апериодического и колебательного затухаю­
щих токов, а также синусоидального тока, определяемые по (6), (7), 
(9) — (11), являются вынужденными составляющими решения уравне­
ний поля в переходном процессе. В реальном переходном процессе, 
кроме того в момент нарушения режима, возникают свободные состав­
ляющие векторов поля. По истечении некоторого промежутка времени t 
эти свободные составляющие можно считать практически затухшими. 
Такой случай имеет место, если свободные составляющие затухают дос­
таточно быстро. Тогда, начиная с момента времени t, процесс в шине 
можно считать установившимся, и поле в ней можно характеризовать 
рассмотренными выше стационарными распределениями от токов пере­
ходного процесса.
Для рассмотренных случаев проведены исследования поля на основе 
программы, разработанной в [3]. На рис. 2 приведены распределения
а б
Рис. 2. Распределение апериодического то­
ка в сечении прямоугольной шины
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плотности тока в шине при апериодическом токе для различных посто­
янных времени . В исследованиях принята алюминиевая шина с раз­
мерами ахЬ = ЮОхЮмм .^ Плотность тока приведена к средней плотно­
сти тока в шине для момента времени  ^= О z) = ОахІУ^  z)ab /  I q ).
В рассматриваемых случаях, в отличие от случая синусоидального тока, 
плотности тока вытесняются в центральную часть сечения (к оси про­
водника), причем чем меньше постоянная времени затухания, тем силь­
нее это вытеснение (рис. 2а). Такое явление принято называть «обрат­
ным» скин-эффектом [1]. Осевая концентрация плотности тока в пря­
моугольных шинах связана с переходом гиперболических функций для 
нулевых гармоник граничных условий (а именно эти гармоники играют 
определяющую роль) в соответствующие тригонометрические. Послед­
ние возрастают от поверхности к центру сечения проводника.
Явление осевой концентрации плотности тока при апериодическом 
токе было известно и ранее [4], и применительно к уединенному круг­
лому проводнику оно исследовано в [1]. Объяснение явления «обрат­
ного» скин-эффекта возможно на основе анализа как распределения 
плотности тока, так и энергетических характеристик поля. Однако 
исследования энергетических характеристик в [1] не было проведено. 
На рис. 3 приведены распределения плотности тока и вектора потока 
электромагнитной мощности по толщине уединенного круглого алюми­
ниевого проводника. При расчете этих характеристик была применена 
программа расчета стационарного поля в круглых проводниках [5]. Ве­
личины плотности тока приведены к средней, а вектора потока мощно­
сти іЯ — к его значению на поверхности проводника для мом^рта вре­
мени / = 0. Как исследования в [1], так и наши показывают, что осевая 
концентрация плотности тока тем более выражена, чем больше радиус 
проводника (рис. 36) или чем меньше постоянная времени затухания
Рис. 3. Распределения плотности тока и вектора потока мощности в круглом 
проводнике при апериодическом токе: Т  = 0,045 с
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апериодического тока. Мощность S* для случая рис. За монотонно убы­
вает при проникновении поля с поверхности вглубь. Для проводников 
больших размеров вблизи поверхности наоборот возрастает и лишь 
затем убывает. Можно показать, что как электромагнитная мощность, 
проникающая в проводник из внешнего пространства (S* при г = Л), 
так и мощность накопленной в проводнике энергии магнитного поля 
рассеиваются в виде джоулевых потерь. В случае выраженной осевой 
концентрации тока (рис. 36) вблизи поверхности мощность магнитно­
го поля оказывается больше мощности потерь. Превышение мощно­
сти магнитного поля над мощностью потерь идет на увеличение вектора 
потока мощности, и он начинает возрастать от поверхности проводника 
к оси, достигая максимума в точке, где равны мощности магнитного 
поля и потерь. При дальнейшем приближении к оси проводника мощ­
ность потерь доминирует над мощностью магнитного поля. Подоб­
ное поведение вектора потока мощности характерно и для прямоуголь­
ных шин.
Характер распределения поля в случае колебательного затухающего 
тока определяется как соотношением между оз и а, так и размерами 
шины по отношению к эквивалентной глубине проникновения плоской 
волны с частотой со [3]. На рис. 4 приведены распределения амплитуд
Рис. 4. Распределения амплитуд и фаз колебательного затухающего тока 
в сечении прямоугольной шины
И фаз срд плотности тока по сечению принятой в расчетах алюми­
ниевой шины для различных величин ( - а  + усо). Широкая грань шины 
(размер а) для случаев рис. 4а,б составляет порядка восьми глубин про­
никновения плоской волны, а для случая рис. 4в — порядка двух глубин 
проникновения. При малой величине а  по отношению к со (рис. 4а) 
распределение плотности тока практически такое же, как и при сину­
соидальном токе. Увеличение а  (рис. 46) приводит к еще большим не­
равномерностям в распределении амплитуды и фазы плотности тока. 
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При снижении частоты со (рис. 4в) (и, следовательно, уменьшении раз­
меров шины по отношению к эквивалентной глубине проникновения) 
фактор затухания а  доминирует, и амплитуды плотности тока становят­
ся максимальными в центральной части сечения проводника при более 
равномерном распределении фаз.
Решения, полученные в [2, 3] и в этой работе, позволяют в дальней­
шем перейти к исследованию переходных процессов в проводниках.
ВЫВОД
Разработанный ранее итерационный метод решения краевой задачи 
расчета токораспределения распространен на случаи апериодического и 
колебательного затухающих токов в проводнике. Получены вынужден­
ные решения уравнений переходного процесса, которые могут быть ис­
пользованы для дальнейшего анализа. Исследования поля от апериоди­
ческого тока показали, что проводникам прямоугольного профиля, как 
и круглым, присущи «обратный» скин-эффект и осевая концентрация 
плотности тока.
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